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Avant-propos 

Ce travail a ete effectue entre Ie premier avril 1997 et Ie 30 mars 1998 dans Ie 
cadre d'un projet de collaboration belgo-bulgare, entre l'Institut d'Aeronomie 
Spatiale de Belgique (IASB) et Ie Solar Terrestrial Influence Laboratory de 
l'Academie des Sciences de Bulgarie (STIL-BAS). Parallelement a I'exploitation 
des donnees d 'observation du dosimetre LIULIN situe a bord de la station MIR, 
nous avons fait une etude comparative des methodes d'integration numerique 
des equations de mouvement d'une particule chargee dans un champ magnetique 
constant et dans un champ magnetique dipolaire. 

Ce travail est une premiere etape dans I'etude des effets des inhomogeneites 
de faible echelle du champ geomagnetique sur I'altitude des points miroirs et de 
la precipitation des particules piegees dans les zones de radiation de Van Allen 
dans I'atmosphere terrestre. 

Les auteurs de ce travail remercient Ie Service des Affaire~ Scientifiques, 
Techniques et Culturelles du Ministere Beige de la Politi que Scientifique, pour 
I'attribution de ce projet a I'IASB et pour les moyens qui ont ete mis a leur 
disposition dans Ie cadre du projet LIULIN. 

Nous souhaitons aussi remercier Ie directeur de l'IASB pour I'appui qu'il nous 
a accorde, ainsi que Mme Desmeth et Mr J.Bernard du SSTC, Mr D.S.Stern 
du GSFC-NASA, Mr D.Heynderickx, Mr M.Kruglanski, Mme V.Pierrard et Mr 
L.Fedullo de l'IASB pour leur aide ou conseil dans la realisation de cette etude. 

Enfin, nous remercions Mr Richard Mairesse et Mr Alain Moussiaux des 
Facultes Universitaires Notre-Dame de la Paix de Namur pour leur accueil et la 
presentation de leurs travaux. 
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Integration numerique des equations differentielles 
ordinaires: Ies differentes methodes 

Introduction 

Considerons I'equation differentielle ordinaire (ODE) 

dy 
dt = f(y, t) 

definie sur I'intervalle [a, bJ et considerons la valeur initiale 

y(a) = Yo. 

Prenons une fonction f continue en t sur [a, bJ et lipschitzienne en y, la 
condition lipschitzienne signifiant la continuite forte: 

3L t.q. Vi, y, y. : If(y, i) - f(y·, i) /S 1- / y - y. / 

(si f est differentiable, la condition lipschitzienne revient a / U /S L; si f n'est 

differentiable que par rapport a y, / U /S L implique cette condition, mais 
" I 'inverse n'est pas forcement vraie). Ce type de fonction assure I'existence et 
I'unicite de la solution du probleme pose. 

En outre, la condition lipschitzienne assure Ie caractere bien pose du probleme 
(une faible perturbation des donnees - f et Yo - provoque une faible perturbation 
de la solution y). 

Seule ombre au tableau: la solution exacte du probleme n'est generalement 
pas accessible, et iI faut donc recourir a des methodes d'approximation numerique. 

Methodes a un pas 

Soit h = b~a(n E No). II s'agit d'approximer la solution y(i) de I'ODE aux 
points 

ti=a+i·h 

(i=l,n). 
La methode numerique de base, due a Euler, consiste a utiliser la formule 

de Taylor limitee au premier ordre: 

YHI Yi + h . f(Yi, ti) 

(i=O,n - 1), Yi design ant bien sur I'approximation de y(ii). 
Plus generalement, une methode a un pas pour approximer la solution de 

I'ODE est une methode correspondant a une formule de la forme 

YHI = Yi + h· W(Yi, ti, h), 
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ou West bien sur lie a f. La grandeur de pas h pourrait tres bien varier a chaque 
pas de calcul, c'est-a-dire a chaque application de la formule (et donc se noter 
hd; Ie pas unique en question correspond au fait que Yi+l se deduit d'une seule 
approximation precedente de la solution (Yi en I'occurrence). 

Cette methode se doit de converger : son erreur de troncature 

ei = Yi - y(ti ) 

doit tendre vers 0 pour h tendant vers 0 (pour tout i de 1 a n). Gear [3, p 57-58J 
a etablit que pour un W continu en t (sur [a, b]), en h (sur un intervalle [0, ho]) 
et lipschitzien en y, une condition necessaire et suffisante a cette convergence 
est 

w(y(t), t, 0) = f(y(t), t), 

cette condition sembI ant toute naturelle si I'on regarde h comme un infiniment 
petit dans la formule de la methode. En particulier, la methode d'Euler converge 
puisque WEuJer = f ! 

Reste a evaluer I'efficacite de la convergence, autrement dit I' ordre de Ia. 
methode. Vne methode a un pas est dites d'ordre r si son erreur de troncature 
est inferieure en norme a un mUltiple de hT pour des h suffisamment petits 
(on designe toute fonction possedant cette propriete par O(hT)). Gear [3, p.60J 
a montre que I'ordre de la methode est r si son erreur de troncature locale, 
c'est-a-dire I'ecart de sa formule numerique a la solution Y de I'ODE 

est O(hT +1). En particulier, on peut montrer de cette maniere que la methode 
d'Euler est d'ordre r = 1. 

II va de soi que les erreurs de troncature ne pourront etre elles-memes 
qu 'estimees! 

Methodes de Runge K utta 

Methode de Runge Kutta classique 

II s'agit de la methode a un pas definie par: 

ti a + i· h 

kl f(Yi,ti) 
h h 

k2 f(Yi+'2 k1 ,ti + '2) 
h h 

k3 = f(Yi + '2k2 ' ti + '2) 
k4 = f (Yi + h . k3, ti + h) 

h 
Yi+l = Yi + 6 . (k1 + 2k2 + 2k3 + k4). 
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On verifie facilement que la fonction W qui lui correspond remplit la condition 
m3cessaire et suffisante de convergence. Cette convergence est d'ordre r = 4. 

L'erreur de troncature liee it un pas du Runge Kutta classique est estimee 
par la methode de step doubling, qui consiste it refaire Ie pas de grandeur h en 
deux pas de grandeur ~ et it faire la difference entre les deux estimations YHI 

de y(ti+1)' 

Methode de Runge Kutta/Fehlberg 

Fehlberg a decouvert une methode d'ordre r = 5, avec 6 evaluations de f dont 
une recombinaison donne une methode d'ordre 4, la difference entre les deux 
estimations de y(ti+l) donnant alors une estimation de I'erreur de troncature. 
Le schema de calcul est Ie suivant: 

ti = a+i· h 

kl f(Yi, ti) 

k2 f(Yi + b2l hkl , ti + a2h) 

k3 = f(Yi + b3l hkl + b32hk2, ti + a3h ) 

k4 = f(Yi + b41 hkl + b42hk2 + b43 hk3, ti + a4 h ) 

k5 f(Yi + b51 hk1 + b52 hk2 + b53 hk3 + b54 hk4, ti + a5h ) 

k6 f(Yi + b6l hkl + b62 hk2 + b63 hk3 + b64 hk4 + b65 hk5, ti + a6h ) 

Yi+l Yi + h · (clkl + c2k2 + C3k3 + c4k4 + C5k5 + Cijk6) 

Y;+l = Yi + h· (cikl + C;k2 + C3 k3 + C~k4 + C;k5 + C6 k6) 

ou I'indice * designe la formule d'ordre 4. Les coefficients aj, bjk, Cj, c; les plus 
performants de ce schema ont ete etablis par Cash Karp [5, p.711j. 

L'erreur de troncature t:.(h) liee it un pas de Fehlberg est donc estimee par: 

6 

L h(Cj - cj)kj . 
j=l 

Notons que la somme des coefficients Cj, ainsi que celie des coefficients c;, 
doivent valoir 1 afin que la condition de convergence soit respectee. 

La methode de Fehlberg fut longtemps contestee, I'erreur y etant estimee 
sans evaluations supplementaires de f. Elle finit toutefois par supplanter les 
methodes recourant au step doubling generalement utilisees par les physiciens. 

Integration numerique d'une ODE par la methode de Fehlberg/Cash
Karp (avec controle des pas) 

Considerons une ODE 
dy 
dt = f(y, t) 

5 
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sur un intervalle donne [a, b] , avec une valeur initiale y(a) = Yo, et integrons-Ia 
Ie long de cet intervalle par une suite de pas de Fehlberg (associe aux coefficients 
determines par Cash Karp), en veiJIant a ce que Ie pas i + 1, de grandeur variable 
hi que doit fournir Ie pas i (Ia grandeur ho du premier pas devant etre fournie 
par I'utilisateur), respecte un certain critere de qualite, c'est-a-dire engendre 
une erreur de troncature .6.(hi ) inferieure en valeur absolue a une borne 

OU t est un facteur d 'erreur relative. test relatif a une echelle yscal Ie plus 
sou vent choisie egale a 

mais idealement independante de hi' Le meiJIeur choix pour yscal est la borne 
superieure de Ia solution y. Faute d'un cas ideal, seul t reste constant pour tout 
I'intervalle d'integration . . 

L'erreur de troncature etant proportionnelle a h5 , la grandeur de pas hmax 

qui aurait donne exactement I'erreur .6.max (hi ) est 

La regIe d'integration est alors Ia suivante: 

• Si I .6.(hi ) 1$ .6.max (hi ), Ie critere de qualite du pas i + 1 a ete respecte et 
hTnax , qui est superieur a hi, peut servir de grandeur de pas d'essai pour 
Ie pas i + 2 (hi+l = hmax ); 

• sinon, iJ faut recommencer Ie pas i + 1 avec hTnax a Ia place de hi . 

II faut evidemment veiller a ne pas deborder I'intervalle d'integration: Ie dernier 
pas sera adapte a I'approximation de y(b) . 

Notons que plus Ie facteur constant t sera petit, et plus I'approximation de 
la solution y de I'ODE sera fine au sens OU iJ y aura plus de points approximes 
sur I'intervalle de I'ODE. 

Methode d'extrapolation de Bulirsch-Stoer 

Introduction 

Particularisons I'equation consideree jusqu'ici en prenant a = 0 et b = H, et 
fixons-nous pour objectif la valeur de y(H). 

On peut approcher y(H) par la modified midpoint method (MMM), une 
methode de discretisation dont l'erreur de troncature 1J(H, h) - y(H) est une 
fonction du carre de la grandeur du pas h = li : 

n 

Zo = Yo 
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avec 

Zl = Zo + h . f(zo, 0) 

7](H,h) 

= Zm-l + 2h . f(zm, mh) [m = 1, n - 1J 
1 '2 . [Zn + (Zn-I + h · f(zn, H))J = 

7](H, h) - y(H) 
i=l 

Considerons alors la sequence 

{7](H,hj) 1 hj = ~, j = 1,2,3, ... }. 

En la calculant indefiniment, nous nous rapprochons en principe indefiniment 
de y(H). 

Mais a chaque nouvelle discretisation 7](H, hj ), nous pouvons en principe 
nous rapprocher encore davantage de y(H) par extrapolation de la fonction 
7](H, h) au point h = O. Prenons par exemple l'extrapolation polynomiale , 
avec des polynomes en h2 puisque 7](H, h) = y(H) + f(h2). 

Nous obtenons donc une methode qui permet d'affiner "verticalement" et 
"horizontalement" (resp., par discretisations et extrapolations) l'approximation 
de y(H): 

Discretisations Extrapolations 

7](H, hI) = Tn 

T22 
7](H, h2) = T21 T33 

T32 T44 
7](H, h3) = T31 T43 T55 

T42 T54 
7](H, h4) = T4I T53 

T52 
7](H, h5) = T5I 

Cette methode, dites de Bulirsch-Stoer, est aisement adaptable a un inter
valle [a , bJ = [a , a+ HJ quelconque. Pour une estimation systematique de l'erreur 
entachant l'approximation Tkk : on peut utiliser [2, pA06J: 

D.k =1 Tkk - Tk(k-I) 1 . 
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En fait, la procedure d'integration d'une ODE sur un intervalle [a, b) par la 
methode de Bulirsch-Stoer consiste a appliquer cette methode a une suite de 
sous-intervalles [ti' ti + Hi)(i = 0,1, ... , N - 1) de [a, b) (avec to = a, ti+l = 
ti + Hi, tN = b). II est essentiel de remarquer que les grandeurs de pas Hi sont 
macroscopiques, qu'elles ne vi sent pas l' infiniment petit comme c'etait Ie cas 
pour la methode de Cash-Karp (ne pas confondre les pas Hi avec les pas de la 
MMM hij = Iff). La question essentielle est de trouver des Hi ni trop petits 
(sinon la methode de Bulirsch-Stoer perd tout son interet) ni trop grands (sinon 
la methode risque de diverger). 

Integration numerique d'une ODE par Bulirsch-Stoer 

Considerons une ODE definie sur un intervalle [a, b), avec une valeur initiale 
y(a) = Yo, et envisageons son integration Ie long de son intervalle par application 
de la methode de Bulirsch-Stoer a une suite de sous-intervalles. Le premier de ces 
sous-intervalles est [to, to + Ho) OU to = a et Ho doit etre fourni par l'utilisateur, 
avec to + Ho :$ b. 

Supposons maintenant que nous soyons arrives a ti (strictement inferieur 
a b), et que Ie pas precedent ait recommande un pas macroscopique Hi tel 
que ti + Hi :$ b. On applique alors au sous-intervalle [ti' ti + Hi)la MMM et 

-1 'extrapolation polynomiale, en principe jusqu'au premier k tel que 

OU .t.~ax est une borne d 'erreur analogue a celle de Cash-Karp: 

.t.~ax = E • yscal(Hi). 

Nous disons en principe, car )'optimisation du processus impose des reductions 
de Hi, notamment lorsque Ie test s'avere negatif pour tous les k inferieurs ou 
egaux a une borne kmax fonctionde E. 

Lorsque la borne d'erreur est respectee, Ie processus accepte l'evaluation Ttk 
de la solution en ti+l = ti + Hi et il ne reste plus qu'a calculer une grandeur de 
pas Hi+l telle que ti+l + Hi+l :$ b pour poursuivre Ie parcours de l'intervalle 
[a, b] par celui du sous-intervalle [ti+I' ti+l + Hi+l)' 

Voici une vue d'ensemble de l'algorithme d'une sous-routine fortran, BSSTEP 
[3, p.722-724), destinee a calculer Ie pas i + 1 de Bulirsch-Stoer: 

• (1) Boucle DO de longueur kmax (qui est fonction de E), destinee a calculer 
Y(Xi + Hi), avec tests de sortie vers (2) ou (3); 

• (2) Reduction de Hi et retour a (1); 

• (3) Calcul de Hi+l. 
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Comparaison des methodes de Cash-Karp et Bulirsch-Stoer 

II faut d'abord noter que la methode de Bulirsch-Stoer, contrairement a celle 
de Cash-Karp, ne fournit pas en principe une approximation fine de la solu
tion de l'ODE, les distances Hi entre les abscisses ti des points evalues etant 
relativement gran des. 

II s'ensuit que pour tracer des trajectoires de particules il est plus sur 
d'utiliser Cash-Karp. 

Lorsque la finesse de parcours de l'intervalle de l'ODE n'a pas d'importance, 
autrement dit lorsque seule la valeur au point final y(b) compte, la methode 
de Bulirsch-Stoer s'avere incontestablement plus interessante. Un fait que nous 
allons illustrer ci-apres ... 

Pro blemes multidimensionnels 

Considerons une ODE de dimension m definie sur l'intervalle [a, bJ, 

dy 
dt = fey, t), 

et la valeur initiale de meme dimension 

yea) = Yo. 

Ce que nous venons de dire sur les ODE unidimensionnelles (sur la condition 
de Lipschitz et ses consequences) et sur les methodes numeriques permettant 
d'approximer leurs solutions est generalisable a ce probleme multidimensionnel. 

Signalons seulement que pour Cash-Karp, Ie critere de qualite 

est generalise par 

I ~l(hi) I < 
M AX/=l,m l (h) _ t. ysca / i 

La meme idee vaut pour Bulirsch-Stoer: 

~t ::; € . yscal(Hd 

est generalise par 

9 
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Etude comparative des methodes d'integration 
numerique des equations de mouvement d 'une 
particule chargee dans un champ magnetique con
stant (cas relativiste) 

Soit une particule chargee (electron ou ion) de masse au rep os mo et de charge 
q, plongee dans un champ magnetique constant B. En notant x sa position et 
v sa vitesse, les equations de son mouvement sont: 

q(v x B) 

ou m = mo . ~ est sa masse propre constante (v etant la norme constante 
v l -5 

de sa vitesse et c etant la vitesse de la lumiere). On a done I'ODE de dimension 
m=6: 

d (x) ( v ) 
dt v = -!v x B . 

Pour des valeurs initiales (au temps t = 0) correspondant a. un pitch angle a 
et une energie cinetique K, cette derniere etant liee au moment de la particuie 
par 

V(K + moc2 )2 - (moc2 )2 
p= , 

c 
cette particule decrit une Mlice reguliere d'angle a et de rayon (de Larmor) 

p . sina 
TL = B' q. 

avec une vitesse de norme 

1 
v= 

~ + (7)2' 

Pour a = 90 degres, I'Mlice se reduit au cercJe de rayon TL = {E. 

Pour etre tout-a.-fait concret, prenons un proton dans un champ de 0.00004 
Tesla, avec Ie pitch angle de 90 degres et une energie de 1 MeV. 

Prenons un repere dont I'axe z correspond a. la direction du champ magnetique 
et dont les axes x, y correspondent aux valeurs initiales 

y(O) 

dx (0) 
dt 

10 
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(Ies autres composantes de position et de vitesse initiales etant nulles). De cette 
maniere, la trajectoire circulaire du proton est centree a I'origine et situee dans 
Ie plan Oxy. 

Posons-nous alors la question des performances respectives des methodes de 
Runge-Kutta classique, de Cash-Karp et de Bulirsch-Stoer pour I' integration 
numerique de I'ODE de cette trajectoire. Ces performances concernent: 

• la precision sur Ie rayon du cercle, c'est-a-dire I'erreur relative 

• Ie temps de calcul de I'ordinateur. 

Nous avons ecrit un programme FORTRAN (de precision REAL*8 pour les 
reels) permettant de determiner la methode la plus performante. Ce programme 
utilise des unites assurant une egale precision sur les six dimensions (les trois 
positions et les trois vitesses), a savoir: 

• unite de longueur = rL; 

• unite de temps = r.;-. 
II a ete execute sur une station de travail ALPHA (OPEN VMS7.1, ALPHA 
20164200 MHZ 128MB.RAM). 

La figure 1 donne les valeurs de t:.r L en fonction du nombre de cercles de Lar-
rL 

mor, c'est-a-dire de la longueur d'intervalle d'integration. Les courbes en trait 
continu ont ete obtenues par Ie Runge-Kutta classique, sans contr61e par step 
doubling, pour les pas hk = ~~rt (k = 1,2,3,4,5; r.;- = 1). Celles en trait inter
rompu ont ete obtenues par Cash-Karp, et celles en trait interrompu/pointilie 
par Bulirsch-Stoer, pour les facteurs £k = lO-k(k = 2,3, 4, 5,6). Les perfor
mances sont d'autant meilleures que les ordonnees des courbes sont petites. 
Cash-Karp, franchement pathologique pour £1 , rattrape ensuite Bulirsch-Stoer. 
Leurs faibles exigences de qualite (correspondant a des facteurs £ relativement 
grands) rendent leurs performances tres inferieures it celles de Runge-Kutta. 

La figure 2 donne Ie temps de calcul de I'ordinateur en fonction du nom
bre de cercles de Larmor, c'est-a-dire de la longueur de I'intervalle temporel 
d 'integration. Les courbes en trait continu ont ete obtenues par Ie Runge
Kutta classique, pour les pas hk = ~~rt (k = 1,2, 3, 4,5; r.;- = 1). Celles 
en trait interrompu ont ete obtenues par Cash-Karp, et celles en trait inter
rompu/pointille par Bulirsch-Stoer, pour les facteurs £k = lO-k(k = 2,3,4, 5,6). 
Les performances de Bulirsch-Stoer et de Cash-Karp ne sont pas significative
ment differentes, et elles sont cette fois tres superieures a celles de Runge-Kutta. 
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La figure 3 donne les valeurs de Llrr en fonction du nombre de" cercles de 
TL 

Larmor, c'est-a-dire de la longueur d'intervalle d 'integration. Les courbes en 
trait continu ont ete obtenues par Ie Runge-Kutta classique, pour les pas hk = 
~~rt (k = 1,2,3,4,5; r..;- = 1). Celles en trait interrompu ont ete obtenues par 
Cash-Karp, et celles en trait interrompu/pointille par Bulirsch-Stoer, pour les 
facteurs Ck = lO- k (k = 7,8,9, 10,11). Bulirsch-Stoer est legerement surpasse 
par Cash-Karp, avant la quasi-egalisation pour C = 10-11 • Leurs performances 
se rapprochent un peu de celles de Runge-Kutta. 

La figure 4 donne Ie temps de calcul de l'ordinateur en fonction du nom
bre de cercles de Larmor, c'est-a-dire de la longueur de l'intervalle temporel 
d'integration. Les courbes en trait continu ont ete obtenues par Ie Runge-Kutta 
classique, pour les pas hk = ~~rt (k = 1, 2, 3, 4,5; r..;- = 1) . Celles en trait in
terrompu ont ete obtenues par Cash-Karp, et celles en trait interrompu/pointille 
par Bulirsch-Stoer, pourlesfacteurs Ck = lO- k (k = 7,8,9,10,11). Lasuperiorite 
de Bulirsch-Stoer est cette fois flagrante. 

La figure 5 donne les valeurs de LlrL en fonction du nombre de cercles de 
TL 

Larmor, c'est-a-dire de la longueur d 'intervalle d 'integration. Les courbes en 
trait continu ont ete obtenues par Ie Runge-Kutta classique, pour les pas hk = 
~~rt (k = 1,2,3, 4,5; r..;- = 1). Celles en trait interrompu ont ete obtenues 
par Cash-Karp, et celles en trait interrompu/pointilJe par Bulirsch-Stoer, pour 
les facteurs Ck = lO- k (k = 12,13,14,15,16) . Bulirsch-Stoer et Cash-Karp 
rejoignent les performances de Runge-Kutta. Bulirsch-Stoer semble bien etre la 
meilleure methode, malgre Ie dereglement final. 

La figure 6 donne Ie temps de calcul de l'ordinateur en fonction du nom
bre de cercles de Larmor, c'est-a-dire de la longueur de l'intervalle temporel 
d'integration. Les courbes en trait continu ont ete obtenues par Ie Runge-Kutta 
classique, pour les pas hk = ~~rt (k = 1,2,3,4, 5; r..;- = 1). Celles en trait inter
rompu ont ete obtenues par Cash-Karp, et celles en trait interrompu/pointille 
par Bulirsch-Stoer, pour les facteurs Ck = lO- k (k = 12, 13,14,15,16) . La 
superiorite temporelle de Bulirsch-Stoer se confirme pleinement : pour 103 tours, 
cette methode prend tout au plus - pour Ie facteur C Ie plus exigeant - 13 sec
ondes, alors que Cash-Karp necessite 2.7 minutes. Remarquons que pour une 
performance en precision sur TL comparable, Runge-Kutta prend 83 minutes! 

Les resultats rapportes par ces figures 1-6 plaident en faveur de Bulirsch
Stoer: 

• Du point de vue du temps de calcul, la superiorite de cette methode est 
incontestable (efr figures 4 et 6). 

• Du point de vue de la precision, cette superiorite est moins frappante. 
Les figures 3 et 5 suggerent neanmoins Ie depassement de Cash-Karp par 
Bulirsch-Stoer entre les facteurs C = 10-11 et C = 10-12 . Ce depassement 
semble bien definitif, ce que confirme la figure 7, obtenue avec Ie meme 
programme transpose en double precision (REAL*16) . 
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Probleme de Stormer (integration numerique des 
equations de mouvement d 'une particule chargee 
dans un dipole magnetique) 

Introduction 

Considerons maintenant une particule de charge q, de vitesse constante en norme 
vet de masse m dans Ie champ d'un dipole magnetique de moment M . 

Stormer [6] a utilise la coordonnee curviligne s a la place du temps t (ds/dt = 
v) et introduit la longueur constante Cst = JMq/vm, ce qui I'a conduit a une 
fami11e d'equations de mouvement de la particule en coordonnees cylindriques 
(R, ¢, z), famiJIe parametree par un reel, sans dimension. 

Pour un , donne, iI y a, d'une part, I'unique equation faisant intervenir 
I'angle polaire ¢, equation qui regit Ie mouvement du plan meridien de la par
ticule (c'est-a-dire du plan definit par I'axe du dipole et la particule); d'autre 
part les equations regissant Ie mouvement de la particule dans ce plan meridien: 

ou Q est Ie "potentiel" 

Q(R,z) 

18Q 
28R 
18Q 
28z 

(r etant Ie rayon JR2 + z2 des coordonnees spheriques) correspond ant au carre 
de la norme de la "vitesse" (dR dz) 

ds ' ds . 
II faut distinguer trois classes pour Ie parametre , . Au-dessous de, = -1, iI 

y a deux zones spatiales permises a la particule: une zone interieure en contact 
avec Ie centre du dipole et une zone exterieure s'ouvrant sur I'infini. Ces deux 
zones sont i11ustrees a la figure 9, pour, = -1.016. Entre, = -1 et , = 0, 
iI n'existe qu 'une seule zone permise, les deux zones de la c1asse precedente 
s'etant rejointe des, = -1. Ceci est i11ustre a la figure 9, pour, = -0.97, -0.5 
et -0.05. Lorsque, > 0, iI n'existe egalement qu'une seule zone permise, mais 
iJ n'y a plus de trace de la zone interieure de la premiere c1asse, Ie centre du 
dipole n'etant plus accessible. Ceci est i11ustre a la figure 9 pour, = 0.03 et 
0.2. 

Pour Ie cas, = -1, Ie contact entre la zone interieure et la zone exterieure 
se fait par Ie cercle contenu dans Ie plan equatorial du dipole, centre sur I'axe 
du dipole et de rayon egal a la longueur de Stormer Cst. Ce cercle a un statut 
priviJegie: c'est I'unique cercle paraIJele au plan equatorial du dipole et centre 
sur I'axe du dipole qui constitue une trajectoire de la particule. 
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Recherchons en effet une solution des equations de Stormer de la forme 

R 

Z = Zo 

(Ro, Zo constants). Cette forme impJique I'annulation de Q et de ses derivees 
partielles, 

~ oQ = d
2
R = 0 

2 oR ds2 

! oQ = d2
z = 0 

2 oz ds2 

Q(R, z) = (:)2 + (~:)2 = 0, 

qui implique it son tour (si on considere les expressions explicites de Q et de ses 
derivees partielles) 

Zo 0 

Ro 
-Cst 

"( 

"( = -1. 

Ce cercle est la plus simple des trajectoires equatoriales, trajectoires qui 
correspondent it des conditions initiales du mouvement de la particule liees au 
plan equatorial du dipole (position initiale dans ce plan, vitesse initiale parallele 
it ce plan). 

Pour ce type de trajectoires, remarquons d'une part que Ie rayon spherique 
T de la particule est egal au rayon polaire R, et appelons d'autre part 'lj; Pangle 
entre Ie rayon-vecteur et Ie vecteur vitesse de la particule. Si on se fixe une 
condition initiale (TO, 'lj;o) et si on pose 

qM 
m T2 o 

(une vitesse qui correspond it celie de la particule pour TO = Cst, vu la definition 
de Cst}, A vrett [1] a etablit la relation suivante: 

au 

T('lj;) 

. . Vc T5 
Tsm'lj; - Tosm'lj;o --

v T 

2TO 

Vc 
--TO 

V 

(1- .~ sin'lj;o) + )(1- .1!...sin'lj;o)2 + 4.1!... sin'lj;' 
vc Vc Vc 
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relation qui exprime l'inclusion des trajectoires equatoriales dans une zone an
nulaire, determinee par les cerdes de rayon 

et 

2To 
Tmin = T(90) = 

(1 - :c sin 1/10) + /(1 - :c sin 1/10)2 + 4:c 

2To 
TMAX =T(-90) = . 

(1 - .1L sin 1/10) + /(1 - .1L sin 1/10)2 - 4.1L 
Vc V c V c 

Notons que pour Ie cas / = -1, la trajectoire circulaire est donnee par les 
equations 

1/1 = 90 = 1/10 

T = Tmin = TO 

pour les charges negatives et par les equations 

1/1 = -90 = 1/10 

T = TMAX = TO 

pour les charges positives. On voit bien que la formule d'Avrett ne donne pas 
une condition suffisante pour avoir une trajectoire, puisque dans ce cas precis iJ 
faut reprendre les equations de mouvement pour trouver TO = Cst . 

Nous avons utilise ces trajectoires particulieres pour tester la precision des 
diiferentes methodes d'integration numerique des equations de mouvement dans 
Ie cas d'un dipole. 

Test numerique sur les trajectoires equatoriales 

Plus concretement, considerons un dipole de moment proche de celui de la com
posante dipolaire du champ geomagnetique (soit M = 8.1 * 1Q15Tm3 ) et con
siderons un proton parcourant une trajectoire equatoriale avec les conditions 
initiales 

TO 3RT 

1/10 90, 

qui impliquent 

Tmin 3RT , 

RT etant Ie rayon terrestre moyen (soit 6371.2 km). 
Les figures 10, 11, 12 et 13 illustrent cette trajectoire pour un intervalle tem

porel de 5 secondes et pour deux energies diiferentes: 200 MeV, qui correspond 
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Figure 9: Zones permises (en clair) pour differentes valeurs de ,. 

it ,= -1.4501 (figures 10 et 11), et 500 MeV, qui correspond a ,= -1.03219 
(figures 12 et 13). 

Les courbes, obtenues par la methode de Cash-Karp, approchent mediocrement 
les trajectoires pour E = 10-2 (figures 10 et 12, haut) mais s'averent excellentes 
des E = 10-6 (figures 11 et 13, haut) . Ces niveaux de qualites sont confirmes par 
un test base sur la formule d'Avrett. En chaque point obtenu par la methode 
de Cash-Karp, on a evalue I'angle '1/;, ce qui a permit d'evaluer Ie rayon d'Avrett 
r('I/;) et de Ie comparer avec Ie rayon caJcule par integration numerique de I' 
equation de mouvement. Les graphes de ces comparaisons s'ecartent sensible
ment de la premiere bissectrice pour E = 10-2 (figures 10 et 12, bas) et s'y 
confondent pour E = 10-6 (figures 11 et 13, bas). 

Signalons que les courbes des figures l1(haut) et 13(haut), obtenues par 
Cash-Karp avec E = 10-6 , sont identiques a celles qu'on obtient par la methode 
de Bulirsch-Stoer mais avec E = 1O-16 ! 
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Figure 10: En haut: approximation d'une trajectoire equatoriale d'un proton 
de 200 MeV obtenue par la methode de Cash-Karp avec Ie facteur d'erreur 
relative c = 10-2 . En bas: comparaison des rayons des points obtenus par cette 
methode numerique avec les rayons prevus par la formule d'Avrett. 
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de 200 MeV obtenue par la methode de Cash-Karp avec Ie facteur d 'erreur 
relative E = 10-6 . En bas: comparaison des rayons des points obtenus par cette 
methode numerique avec les rayons prevus par la formule d 'Avrett. 
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Figure 12: En haut: approximation d'une trajectoire equatoriale d'un proton 
de 500 MeV obtenue par la methode de Cash-Karp avec Ie facteur d'erreur 
relative € = 10-2 . En bas: comparaison des rayons des points obtenus par cette 
methode numerique avec les rayons prevus par la formule d'Avrett. 
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methode numerique avec les rayons prevus par la formule d'Avrett. 
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Test numerique sur Ie cercle 

Nous avons mis les methodes numeriques de Cash-Karp et Bulirsch-Stoer a 
I'epreuve de la trajectoire circulaire du cas "I = -1, et ce pour des protons de 
10 MeV (correspond ant au rayon TO = Cst = 132141km=20.7RT ) et 100 MeV 
(TO = Cst = 73448km=I1.5RT ), et un intervalle temporel de 100 secondes. 

La figure 14 correspond au proton de 10 MeV, dont la trajectoire circulaire 
a ete approchee par la methode de Cash-Karp pour c = 10-6 . La figure 15 
correspond au proton de 100 MeV, dont la trajectoire circulaire a ete approchee 
par la methode de Bulirsch-Stoer pour c = 10-10. 

Dans les deux cas, les graphes du rayon calcule par integration numerique et 
du rayon analytique d'Avrett des points atteints en fonction du temps devraient 
se reduire a la constante Cst . (prise comme unite de longueur). Dans les deux cas, 
il y a d'abord un ecart stable a cette norme (stabilite qui semble correspondre 
au fait que la particule se deplace dans la zone interieure qui lui est permise; ceci 
est reflete par Ie synchronisme du rayon numerique et du rayon d' Avrett), puis 
un ecart instable (instabilite qui semble correspondre au fait que la particule se 
perd dans la zone exterieure qui lui est permise, ouverte a I'infini; ceci est reflete 
par I'asynchronisme des deux rayons). 

Un programme pour champs electromagnetiques 
generaux 

Signalons I'interessant programme de Richard Mairesse et Alain Moussiaux (4) 
sur les trajectoires de particules dans un champ electromagnetique general, mais 
exprime explicitement en fonction du temps et des co or donnees cartesiennes. II 
pourrait etre applique avec fruit au cas d'un dipole exprime en coordonnees 
cartesiennes. 
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Figure 14: Test du cercle: graphes des rayons (en haut, rayon numerique; en 
bas, rayon anaJytique d'Avrett) des points atteints par Cash-Karp en fonction 
du temps, pour un proton de 10 MeV (Cst = 132141 km). 
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Figure 15: Test du cercle: graphes des rayons (en haut, rayon numerique; en bas, 
rayon analytique d'Avrett) des points atteints par Bulirsch-Stoer en fonction du 
temps, pour un proton de 100 MeV (Cst = 73448 km). 
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